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Esercitazioni di Analisi Matematica  Prof. A. Bonfiglioli
Equazioni Dierenziali Ordinarie
I Esercizio 1. Riconoscere che i problemi di Cauchy seguenti ammettono soluzione unica (utilizzando
il Teorema di Esistenza e Unicità...) e vericare direttamente che quella scritta aanco è la soluzione:(
x0 = 2x+ t2 + t
x(0) = 5=2
Sol.: '(t) = 3 e2 t   1
2
(t+ 1)2
8<: x
0 =   2 t
t2 + 1
x+
1
t(t2 + 1)
x(1) = 2
Sol.: '(t) =
4 + ln t
t2 + 1(
x0 =   cos(t)x+ sin(t) cos(t)
x(0) =  2
Sol.: '(t) =  e  sin(t) + sin(t)  18<: x0 =
t
t2   1 x+
t
1  t2
x(0) = 3
Sol.: '(t) = 2
p
1  t2 + 1
8<: x
0 =   x
2 t
+ t2
x(1) =  5=7
Sol.: '(t) =
 1p
t
+
2 t3
78<: x0 =
4
t
x+ t4
x(1) = 2
Sol.: '(t) = t4 + t5
8<: x
0 =  x
t
+ sin t
x() = 0
Sol.: '(t) =
sin t
t
  cos t  
t8<: x
0 =
x
t2
+ et 1=t
x(1) = 2
Sol.: '(t) = e 1=t

et + e

I Esercizio 2 (EDO a variabili separabili). Si risolvano i seguenti problemi di Cauchy associati
ad equazioni dierenziali del primo ordine a variabili separabili, determinando altresì il dominio
massimale I di esistenza della soluzione:
(1)
8<: x0 =
t  2
x+ 3
x(2) =  4
(2)
(
x0 =  t ex
x( 1) = 0
(3)
8<: x
0 =
2 t
x (t2   1)
x(3) =
p
log(64=9)
(4)
(
x0 = x2   x  2
x(1) = e
3+2
1 e3
(5)
(
x0 = (1 + t)(2 + x)
x(0) =  1
(6)
(
x0 = tx2
x(0) =  1
(7)
8<: x0 =
(2 + x) cos t
sin t
x(=2) = 1
(8)
8<: x
0 =
x
t log x
x(
p
e) = e
(9)
8<: x0 =
2x+ 1
et
x(0) = 3=2
(10)
(
x0 = 3 t2(2  5x)
x(0) = 1=5
1
(11)
(
x0 = t2 x
x(0) = 1
(12)
8<: x0 =
t2 x
1 + t3
x(1) = 2
(13)
8<: x0 =
1
x
x(0) =  2
(14)
(
x0 = 2t
p
1  x2
x(0) = 0
(15)
8<: x0 =
t(4  x2)
x
x(0) =
p
3
(16)
8<: x0 =
2tx
t2   1
x(0) = 0
(17)
8<: x0 =
2tx
t2   1
x(0) =  2
(18)
8<: x0 =
2tx
t2   1
x(1=2) = 1
Soluzioni:
1. '(t) =  3 
p
1 + (t  2)2, I = R;
2. '(t) = log
 2
t2 + 1

, I = R;
3. '(t) =
r
2 log
 t2   1
3

, I =]2;+1[;
4. '(t) =
e3t + 2
1  e3t , I =]0;+1[;
5. '(t) =
e(t+1)
2=2
p
e
  2, I = R;
6. '(t) =
 1
1 + t2=2
, I = R;
7. '(t) = 3 sin t  2, I =]0; [;
8. '(t) = e
p
log(t2), I =]1;+1[;
9. '(t) = 2 e2 2e
 t   1
2
, I = R;
10. '(t) =
2  e 5 t3
5
, I = R;
11. '(t) = et
3=3, I = R;
12. '(t) = 3
p
4(1 + t3), I =]  1;+1[;
13. '(t) =  
p
2(t+ 2), I =]  2;+1[;
14. '(t) = sin(t2), I = R;
15. '(t) =
p
4  e t2 , I = R;
16. '(t) = 0, I =]  1; 1[;
17. '(t) = 2(t2   1), I =]  1; 1[;
18. '(t) =  4
3
(t2   1), I =]  1; 1[;
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I Esercizio 3. Si risolva il seguente problema di Cauchy a variabili separabili
(PC)
(
x0 = t2 x
x(0) = 1
È altresì richiesto di vericare esplicitamente che quella trovata è la soluzione di (PC).
[Sol: x(t) = e
t3
3 ; dominio massimale I = R]
Ripetere lo stesso per tutti i seguenti (PC):
(1)
8<: x0 =
t3
x4
x(0) = 1:
(2)
8<: x0 =
4 t3
5x4
x(0) =  1:
(3)
8<: x0 = 3
t2
x2
x(0) = 1:
(4)
8<: x0 =
t  2
x+ 3
x(2) =  4
(5)
8<: x
0 = 3 t2 (2  5x)
x(0) =
1
5
(6)
8<: x0 =
t  2
x+ 3
x(0) = 0
(7)
(
x0 =  t ex
x( 1) = 0:
(8)
(
x0 =  4 t ex
x
 
1

= 0:
(9)
(
x0 = 8 t2 x
x(0) = 1
(10)
(
x0 = t2 x
x(0) = 2
Soluzioni:
1. '(t) =

5 t4
4
+ 1
 1
5
, I = R;
2. '(t) =    1  t4 15 , I =]  1; 1[;
3. '(t) = 3
p
3 t3 + 1, I =]  1= 3p3;+1[;
4. '(t) =  
p
t2   4t+ 5  3 =  
p
(t  2)2 + 1  3, I = R;
5. '(t) =
2  e 5t3
5
, I = R;
6. '(t) =
p
t2   4t+ 9  3, I = R;
7. '(t) =   ln

t2 + 1
2

, I = R;
8. '(t) =   ln  2t2   1, I =]1=p2;+1[;
9. '(t) = e
8t3
3 , I = R;
10. '(t) = x = e
t3
3
+ln 2, I = R.
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I Esercizio 4 (EDO lineari del Primo Ordine). Si risolvano i seguenti problemi di Cauchy
associati ad equazioni dierenziali lineari del primo ordine:
(1)
8<: x0 =  
1
t
x+ t2 + 1
x(1) = 0
(2)
(
x0 =  3 t x+ 2 t
x(0) =  1
(3)
(
x0 =  3x+ et
x(0) = 1
(4)
8<: x0 =
1
1  t x+
(t  2)2
t  1
x(2) = 
(5)
(
x0 = (t2 + 3 t  1)x
x(0) = 2
(6)
(
x0 = t et x
x(1) =  3
(7)
8<: x0 =
2
t
x+ t2(t  2) et
x(3) = 1
(8)
(
x0 = 2x+ 1
x(0) = 1=2
(9)
(
x0 =  2 t x+ t
x(0) = 5=2
(10)
(
x0 =  et x+ 3 et
x(0) = 4
(11)
(
x0 = tan(t)x+ esin(t)
x(0) = 2
(12)
8<: x
0 =
x
t
+ t sin(t)
x(=2) = 1
Gli esercizi 2, 5, 6, e 9 possono essere risolti anche col metodo delle variabili separabili: farlo!
Soluzioni:
(1): '(t) =
(t2 + 1)2
4 t
  1
t
; (2): '(t) =
2
3
  5
3
e 
3
2
t2 ;
(3): '(t) =
1
4
et +
3
4
e 3 t; (4): '(t) =
(t  2)3
3 (t  1) +

t  1 ;
(5): '(t) = 2 et
3=3 + 3t2=2  t; (6): '(t) =  3 e(t  1) et ;
(7): '(t) = t2 (t  3)et + t
2
9
; (8): '(t) = e2 t   1=2;
(9): '(t) = 2 e t
2
+ 1=2; (10): '(t) = 3 + e1  et ;
(11): '(t) =
esin(t) + 1
cos(t)
; (12): '(t) = t
 
2
   cos(t)

.
I Esercizio 5. Si risolvano le seguenti E.D.O. del secondo ordine omogenee a coecienti costanti:
1. x00   3x0 + 2x = 0; x00   3x0 + 3x = 0; x00 + 2x = 0; x00   3x0 + 94 x = 0;
2. x00 + x0   2x = 0; x00 + x0 + 2x = 0; x00 + 7x = 0; x00 + x0 + 14 x = 0;
3. x00 + 3x0 + 2x = 0; x00 + 3x0 + 4x = 0; x00 + 4x = 0; x00   4x0 + 4x = 0;
4. 4x00 + 4x0 + x = 0; 4x00   4x0 + x = 0; 4x00   12x0 + 9x = 0; 4x00 + 12x0 + 9x = 0;
5. x00   3x0   2x = 0; x00   3x0 + 5x = 0; x00 + 24x = 0; 4x00   127 x0 + 949 x = 0;
6. x00   x0 = 0; x00 + x0 = 0; x00   x = 0; x00 + x = 0;
7. x00   2x0 = 0; x00 + 2x0 = 0; x00   2x = 0; x00 + 2x = 0;
8. x00   9x0 = 0; x00 + 9x0 = 0; x00   9x = 0; x00 + 9x = 0.
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I Esercizio 6. Per ciascuno dei seguenti problemi di Cauchy (associati ad equazioni dierenziali del
secondo ordine lineari e a coecienti costanti) si risponda ai seguenti quesiti:
(a) trovare la soluzione generale dell'equazione omogenea associata;
(b) provare che la funzione s(x) (aanco indicata) è una soluzione dell'equazione non omogenea;
(c) trovare la soluzione generale dell'equazione non omogenea;
(d) trovare la soluzione del problema di Cauchy.
(1)
(
x00   5x0 + 5x = et
x(1) = e; x0(1) = e
s(t) = et
(2)
(
x00   2x0 = et sin t
x(0) = 1; x0(0) =  5=2
s(t) =  12 et sin t
(3)
(
2x00   5x0 + 6x = 1  t2
x(0) = 113=108; x0(0) = 35=36
s(t) =  16 t2   518 t+ 5108
(4)
(
x00   4x0 + 4x = e2t
x(1) = e2=2; x0(1) = e2
s(t) = 12 t
2 e2t
(5)
(
x00   2x0 + 2x = et sin t
x(0) = 1; x0(0) = 1=2
s(t) =  12 tet cos t
(6)
(
x00   2x0 = 5
x(0) =  1; x0(0) =  21=2
s(t) =  52 t
(7)
(
2x00   5x0 + 3x = sin(2t)
x(0) = 52=25; x0(0) = 121=50
s(t) = 225 cos(2t)  125 sin(2t)
(8)
(
x00 + x = 8 cos2 t
x() = 5=3; x0() = 1
s(t) =
8
3
(1 + sin2 t)
(9)
(
x00 + 2x0 + 2x = t2 e t
x(0) =  2; x0(0) = 3
s(t) = (t2   2)e t
(10)
(
x00   9x = t2 + cosh(3t)
x(0) = 79=81; x0(0) = 3
s(t) =  19 t2   281 + 16 t sinh(3t)
(11)
(
x00   2x0 + 4x = t3et + tet
x(0) = 1; x0(0) = 2=3 p3
s(t) = 13(t
3   t)et
(12)
(
x00   2x = sin t
x(0) = 1; x0(0) =  1
s(t) =  13 sin t
(13)
8<: x00   2x0 + x =
et
t
x(1) = e; x0(1) = 4e
s(t) =  tet + tet ln t
(14)
(
x00   5x0 + 6x = t
x(0) = 0; x0(0) = 1
s(t) = t6 +
5
36
(15)
8<: x00 + 3x0 + 2x =
1
1 + et
x(0) = 0; x0(0) = 0
s(t) = (e t + e 2t) ln(1 + et)
5
(16)
(
x00 + 5x0 + 4x = 3  2t
x(0) = 35=8; x0(0) =  19=2
s(t) =  t=2 + 11=8
(17)
(
x00   2x0 + x = tet
x(0) = 1; x0(0) = 2
s(t) =
t3
6
et
(18)
(
x00   2x0 = 5 + e2t
x(0) = 5; x0(0) = 4
s(t) =  5t=2 + t e2t=2
(19)
(
x00   x = tet
x(0) = 2; x0(0) =  1=4
s(t) = 14 (t
2   t)et
(20)
8<: x00   4x0 + 4x = 2 e2t +
t
2
x(0) = 9=8; x0(0) = 25=8
s(t) = t2e2t + (t+ 1)=8
Soluzioni (del problema di Cauchy):
1. '(t) = et (soluzioni dell'equazione caratteristica (5p5)=2);
2. '(t) = 2  e2t   12 et sin t;
3. '(t) = e5t=4 cos(t
p
23=4)  16 t2   518 t+ 5108 ;
4. '(t) = e2t   t e2t + 12 t2 e2t;
5. '(t) = et cos t  12 tet cos t;
6. '(t) = 3  4e2t   52 t;
7. '(t) = et + e3t=2 + 225 cos(2t)  125 sin(2t);
8. '(t) = cos t  sin t+ 8
3
(1 + sin2 t);
9. '(t) = e t sin t+ (t2   2)e t;
10. '(t) = e3t   19 t2   281 + 16 t sinh(3t);
11. '(t) = et
 
cos(t
p
3)  sin(t
p
3)

+ 13(t
3   t)et;
12. '(t) = 3 
p
2
6 e
t
p
2 + 3+
p
2
6 e
 tp2   13 sin t;
13. '(t) = et
 
2t+ t ln t  1;
14. '(t) =  54 e2t + 109 e3t + t6 + 536 ;
15. '(t) =  (1 + ln 2)e t + (1  ln 2)e 2t + (e t + e 2t) ln(1 + et);
16. '(t) = e t + 2 e 4t   t=2 + 11=8;
17. '(t) = (1 + t+
t3
6
) et;
18. '(t) = 2 + 3 e2t   5t=2 + t e2t=2;
19. '(t) = et + e t + 14 (t
2   t)et;
20. '(t) = e2t + te2t + t2e2t + (t+ 1)=8.
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